
Lvrphwulhv ri U?

Lq wklv qrwh zh lqyhvwljdwh lvrphwulhv/ ru uljlg prwlrqv/ ri U?1 Dq lvrphwu| ri U? lv d
elmhfwlyh pdsslqj s G U? $ U

? wkdw suhvhuyhv glvwdqfh1 Lq rwkhu zrugv/ iru dq| �c � 5 U?/
zh kdyh nsE��� sE��n ' n�� �n1 Zh srlqw rxw wkdw wkh frpsrvlwlrq ri wzr lvrphwulhv lv
dq lvrphwu|1 Iru/ li s dqg } duh lvrphwulhv/ wkhq

nEs � }�E��� Es � }�E��n ' nsE}E���� sE}E���n
' n}E��� }E��n ' n�� �n �

Ohw .E?� eh wkh vhw ri doo lvrphwulhv ri U?1 Zh kdyh mxvw vhhq wkdw ixqfwlrq frpsrvlwlrq
lv dq rshudwlrq rq .E?�1 Dvvrfldwlylw| krogv iru wklv rshudwlrq vlqfh lw krogv iru frpsrvlwlrq
ri duelwudu| ixqfwlrqv1 Wkh lghqwlw| ixqfwlrq ri U? lv dq lvrphwu|/ vr .E?� kdv dq lghqwlw|1
Li s 5 .E?�/ wkhq s3� h{lvwv vlqfh s lv d elmhfwlrq/ dqg s3� lv dq lvrphwu| vlqfh

��s3�E��� s3�E��
�� ' ��sEs3�E���� sEs3�E���

��
' n� � �n

iru dq| �c � 5 U?1 Wkxv/ .E?� lv d jurxs xqghu frpsrvlwlrq1
Zh qrz ghvfuleh irxu fodvvhv ri lvrphwulhv1

Wudqvodwlrqv1 Ohw K 5 U?1 Wkhq wudqvodwlrq e| K lv wkh pdsslqj jlyhq e| sE%� ' % n K1
Zh vhh hdvlo| wkdw s lv glvwdqfh suhvhuylqj vlqfh

nsE��� sE��n ' nE�n K�� E� n K�n ' n�� �n �

Qrwh wkdw K ' sEf�/ vr d wudqvodwlrq lv ghwhuplqhg e| zkdw lw grhv wr wkh ruljlq1

Urwdwlrqv1 Zh ghvfuleh urwdwlrqv lq U21 Ohw w eh d �{hg dqjoh1 Zh frqvlghu wkh urwdwlrq s

ri wkh sodqh fhqwhuhg dw wkh ruljlq wkdw urwdwhv frxqwhuforfnzlvh e| dq dqjoh w1 D jhrphwulf
dujxphqw vkrzv wkdw
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zkhq sE%c +� lv ylhzhg dv d froxpq yhfwru1 Lq rwkhu zrugv/

sE%c +� ' E% ULt w n + t�? wc�% t�? w n + ULt w��
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Iurp wklv irupxod zh fdq vkrz wkdw s lv dq lvrphwu|1 Iru vlpsolflw|/ zh ohw S ' ULt w dqg
r ' t�? w1 Ohw E%c +� dqg E%�c +�� eh wzr srlqwv lq U21 Wkhq/ e| zulwlqj @ ' % � %� dqg
K ' + � +�/

nsE%c +�� sE%�c +��n ' nES%n r+c�r%n S+�� ES%� n r+�c�r%� n S+��n
' nESE%� %�� n rE+ � +��c�rE%� %�� n SE+ � +��n
'
�
ES@ n rK�2 n E�r@n SK�2

��*2
'
�
S2@2 n r2K2 n 2Sr@Kn r2@2 n S2K2 � 2Sr@K

��*2
'
�
ES2 n r2�@2 n ES2 n r2�K2

��*2
'
�
@2 n K2

��*2
' nE%c +�� E%�c +��n c

zklfk vkrzv wkdw s lv dq lvrphwu|1
Pruh jhqhudoo|/ rqh fdq gh�qh wkh urwdwlrq fhqwhuhg dw d srlqw � ri dq dqjoh w1 Li s lv

wkh urwdwlrq derxw wkh ruljlq ri dq dqjoh w dqg � lv wudqvodwlrq e| � / wkhq rqh fdq vhh wkdw
wkh urwdwlrq } fhqwhuhg dw K ri dq dqjoh w lv htxdo wr � � s � �3�1 Jlyhq wklv/ lw wkhq iroorzv
wkdw dq| urwdwlrq lv dq lvrphwu| vlqfh lw lv wkh frpsrvlwlrq ri wkuhh lvrphwulhv1

Uh hfwlrqv1 Ohw u eh d olqh lq U?1 Wkhq wkh uh hfwlrq s derxw u lv wkh pdsslqj zlwk wkh
iroorzlqj surshuwlhv= li � 5 U?/ wkhq sE�� lv wkh yhfwru vxfk wkdw +l, ��sE�� lv shushqglfxodu
wr u/ dqg +ll, wkh glvwdqfh iurp sE�� wr u lv wkh vdph dv wkh glvwdqfh iurp � wr u1 \rx
vkrxog frqylqfh |rxuvhoi wkdw wklv lv zhoo0gh�qhg dqg wkdw lw lv dq lvrphwu|1 Li � 5 U? dqg u

lv wkh olqh wkurxjk wkh ruljlq lq wkh gluhfwlrq ri �/ wkhq wkh uh hfwlrq wkurxjk u lv jlyhq e|
wkh irupxod

sE�� ' 2
�� � �
� � �

�
� � ��

�

�

sE��

�

���

� � �

Wklv irupxod lv d frqvhtxhqfh ri wkh irupxod iru wkh surmhfwlrq ri rqh yhfwru rqwr dqrwkhu
wkdw rqh xvxdoo| vhhv lq d fdofxoxv fodvv= zh kdyh � ' k� iru vrph vfdodu k/ dqg E������ ' f1
Wklv lpsolhv wkdw � � � ' � � � ' kE� � ��/ vr k ' E� � ��*E� � ��1 Ilqdoo|/ sE�� ' �nE���� '

2� � �/ zklfk jlyhv wkh irupxod deryh1
Iru h{dpsoh/ li u lv wkh %0d{lv lq U2/ vhwwlqj � ' E�c f�/ zh jhw sE%c +� ' E%c�+�1 Dovr/

li u lv wkh +0d{lv lq U2/ wkhq sE%c +� ' E�%c +�1 Zh vkrz wkdw dq| uh hfwlrq s derxw d olqh
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wkurxjk wkh ruljlq lv dq lvrphwu|1 Iluvw/ qrwh wkdw sE�n�� ' sE��nsE�� iru dq| �c � 5 U?1
Qh{w/
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' E� � ���*2 ' n�n�*2 �

Wkxv/
nsE��� sE��n ' nsE�� ��n ' n�� �n

iurp wkh suhylrxv fdofxodwlrq1

Jolgh Uh hfwlrqv1 D jolgh uh hfwlrq lv wkh frpsrvlwlrq ri d uh hfwlrq derxw d olqh iroorzhg
e| d wudqvodwlrq e| d yhfwru rq wkh olqh1 Iru h{dpsoh/ li u lv wkh olqh + ' % lq U2/ wkhq wkh
ruglqdu| uh hfwlrq derxw u lv jlyhq e| }E%c +� ' E+c %�1 Li zh ohw K ' E�c ��/ d yhfwru rq u/
wkhq zh jhw d jolgh uh hfwlrq e| sE%c +� ' }E%c +� n K ' E+c %� n E�c �� ' E+ n �c %n ��1 Dq|
jolgh uh hfwlrq lv dq lvrphwu| vlqfh lw lv wkh frpsrvlwlrq ri wzr lvrphwulhv/ d uh hfwlrq dqg
d wudqvodwlrq1

Zh qrz lqyhvwljdwh wkh vwuxfwxuh ri lvrphwulhv1 Zh �uvw frqvlghu lvrphwulhv } zlwk }Ef� '
f1 Iurp wkh frqglwlrq }Ef� ' f zh vhh iru dq| � 5 U? wkdw

n}E��n ' n}E��� }Ef�n ' n�� fn ' n�n �

Lq rwkhu zrugv/ } suhvhuyhv wkh ohqjwk ri d yhfwru1 Uhfdoo wkdw li � dqg � duh yhfwruv/ wkhq
wkhuh lv d xqltxh dqjoh w zlwk f � w � Z vxfk wkdw

n�� �n2 ' n�n2 n n�n2 � 2 n�n n�n ULt w�

Wklv idfw lv d frqvhtxhqfh ri wkh Fdxfk|0Vfkzduw} lqhtxdolw|1 D frqvhtxhqfh ri wklv lv wkdw
wkh grw surgxfw lv jlyhq e| � � � ' n�n n�n ULt w1
Ohppd 41 Li } lv dq lvrphwu| ri U? zlwk }Ef� ' f/ wkhq } lv dqjoh suhvhuylqj1 Wkdw lv/ wkh
dqjoh ehwzhhq }E�� dqg }E�� lv wkh vdph dv wkh dqjoh ehwzhhq � dqg �/ iru doo �c � 5 U?1

Surri1 Ohw } eh dq lvrphwu|1 Li w lv wkh dqjoh ehwzhhq wzr yhfwruv � dqg �/ wkhq n�� �n2 '
n�n2 n n�n2 � 2 n�n n�n ULt w1 Li w� lv wkh dqjoh ehwzhhq }E�� dqg }E��/ wkhq

n}E��� }E��n2 ' n}E��n2 n n}E��n2 � 2 n}E��n n}E��n ULt w��
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Krzhyhu/ vlqfh n}E��n ' n�n dqg n}E��n ' n�n/ zh jhw

n�� �n2 ' n}E��� }E��n2 ' n�n2 n n�n2 � 2 n�n n�n ULt w��

Wklv irufhv ULt w� ' ULt w/ vr w� ' w1

Ohppd 51 Li } lv dq lvrphwu| } ri U? zlwk }Ef� ' f/ wkhq } suhvhuyhv grw surgxfwv1 Lq
rwkhu zrugv/ }E�� � }E�� ' � � � iru doo �c � 5 U?1

Surri1 Li w lv wkh dqjoh ehwzhhq � dqg �/ wkhq � � � ' n�n n�n ULt w1 Vlqfh w lv dovr wkh
dqjoh ehwzhhq }E�� dqg }E�� e| Ohppd 4/ zh kdyh }E�� � }E�� ' n}E��n n}E��n ULt w1 Vlqfh
n}E��n ' n�n dqg n}E��n ' n�n/ wklv |lhogv }E�� � }E�� ' � � �1

D olqhdu wudqvirupdwlrq ri U? lv d pdsslqj ) G U? $ U
? vxfk wkdw )E�n�� ' )E��n)E��

dqg )Ek�� ' k)E�� iru doo �c � 5 U? dqg doo vfdoduv k 5 U1 Uhfdoo iurp olqhdu dojheud wkdw/
e| ylhzlqj wkh hohphqwv ri U? dv froxpq yhfwruv/ wkdw d olqhdu wudqvirupdwlrq ) kdv wkh
irup )E�� ' �� iru vrph ?� ? pdwul{ �1

Sursrvlwlrq 61 Li } lv dq lvrphwu| ri U? zlwk }Ef� ' f/ wkhq } lv d olqhdu wudqvirupdwlrq1

Surri1 Ohw i��c � � � c �?j eh dq ruwkrqrupdo edvlv ri U?1 Iru lqvwdqfh/ wklv fdq eh wkh vwdqgdug
edvlv1 Ohw �� ' }E���1 Iluvw ri doo/ zh kdyh n��n ' n}E���n ' n��n ' � vlqfh } lv ohqjwk
suhvhuylqj1 Wkhuhiruh hdfk �� lv d xqlw yhfwru1 Qh{w/ vlqfh } lv dqjoh suhvhuylqj/ wkh dqjoh
ehwzhhq �� dqg �� lv htxdo wr wkh dqjoh ehwzhhq �� dqg ��/ zklfk lv Z*21 Wklv phdqv
wkdw i��c � � � c �?j lv dovr dq ruwkrqrupdo edvlv ri U?1 Uhfdoo wkdw li � '

S
� k���/ wkhq wkh

frh!flhqwv k� fdq eh ghwhuplqhg e| k� ' � � ��1 Vr/ zh kdyh k� ' }E�� � }E��� ' }E�� � ��

vlqfh } lv grw surgxfw suhvhuylqj1 Wklv phdqv wkdw }E�� '
S

� k��� vlqfh i��c � � � c �?j lv dq
ruwkrqrupdo edvlv1 Zh wkhuhiruh jhw wkdw }E�� '

S
� E}E�� � �����1 Iurp wklv zh fdq vhh wkdw

} lv d olqhdu wudqvirupdwlrq1 Iru/ ohw �c � 5 U?1 Wkhq

}E�n �� '
[
�

EE�n �� � ����� '
[
�

E� � ����� n
[
�

E� � �����

' }E�� n }E��c

dqg li � lv dq| vfdodu/ wkhq

}E��� '
[
�

E�� ������ '
[

�E� � ����� ' �
[
�

E� � �����

' �}E���

Zh kdyh wkxv suryhg wkdw } lv d olqhdu wudqvirupdwlrq1

Li } lv d olqhdu wudqvirupdwlrq rq U?/ ylhzlqj wkh hohphqwv ri U? dv froxpq pdwulfhv/ zh
fdq zulwh }E�� ' �� iru vrph ?� ? pdwul{ �1

Zh qrz frqvlghu jhqhudo lvrphwulhv> wkdw lv/ zh qr orqjhu dvvxph wkdw wkh ruljlq li �{hg
e| wkh lvrphwu|1
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Fruroodu| 71 Ohw s eh dq lvrphwu| ri U?1 Wkhq sE%� ' �% n K iru vrph ? � ? pdwul{ �

dqg vrph K 5 U?1

Surri1 Ohw K ' sEf� dqg vhw }E%� ' sE%� � K1 Wkhq } lv wkh frpsrvlwlrq ri s dqg wkh
wudqvodwlrq % :$ %� K/ zklfk lv dq lvrphwu|1 Vr/ } lv dq lvrphwu|1 Vlqfh }Ef� ' sEf�� K '

K � K ' f/ wkh suhylrxv sursrvlwlrq vkrzv wkdw } lv d olqhdu wudqvirupdwlrq1 Vr/ wkhuh lv d
pdwul{ � zlwk }E%� ' �%1 Zh wkhq rewdlq sE%� ' }E%� n K ' �%n K dv ghvluhg1

Wkh pdwul{ � ri Fruroodu| 7 lv qrw dq duelwudu| pdwul{1 Zh jhw d uhvwulfwlrq rq � e|
nqrzlqj wkdw s suhvhuyhv wkh grw surgxfw1 Iluvw ri doo/ li �c � 5 U?/ wkhq ylhzlqj � dqg � dv
froxpq pdwulfhv/ wkh grw surgxfw � � � fdq eh h{suhvvhg dv wkh pdwul{ surgxfw � � � ' �A�/
zkhuh �A lv wkh wudqvsrvh ri �/ dqg zkhuh zh lghqwli| d �� � pdwul{ E@� zlwk wkh vfdodu @1
Iurp wklv/ zh kdyh/ iru } jlyhq e| }E%� ' �%/ wkdw

}E�� � }E�� ' E���A E��� ' E�A�A �E���

' �A�A��

' � � � ' �A��

Vlqfh wklv lv wuxh iru doo �c � 5 U?/ d pdwul{ fdofxodwlrq vkrzv wkdw �A� ' U?/ wkh ? � ?

lghqwlw| pdwul{1 Wkh vhw ri pdwulfhv wkdw vdwlvi| wkh frqglwlrq �A� ' U? lv fdoohg wkh
ruwkrjrqdo jurxs/ dqg lv riwhq ghqrwhg �?EU�1 D vkruw dujxphqw vkrzv wkdw �?EU� lv d
vxejurxs ri wkh jhqhudo olqhdu jurxs B*E?cU�1

Fruroodu| 81 Li s lv dq lvrphwu| ri U?/ wkhq sE%� ' �% n K iru vrph K 5 U
? dqg vrph

?� ? pdwul{ � zlwk �A� ' U?1

Wklv fruroodu| vkrzv wkdw dq| lvrphwu| lv wkh frpsrvlwlrq ri d wudqvodwlrq zlwk dq hohphqw
ri wkh ruwkrjrqdo jurxs1 D wkhruhp ri Glhxgrqqì vd|v wkdw dq| hohphqw ri �?EU� fdq eh
zulwwhq dv d frpsrvlwlrq ri uh hfwlrqv +derxw olqhv wkurxjk wkh ruljlq,1 Vr/ dq| lvrphwu|
fdq eh rewdlqhg iurp uh hfwlrqv dqg wudqvodwlrqv1

Ehfdxvh ri wkh frqqhfwlrq ehwzhhq olqhdu wudqvirupdwlrqv dqg pdwulfhv/ zh jhw wkh iro0
orzlqj frqqhfwlrq ehwzhhq �?EU� dqg .E?�1

Sursrvlwlrq 91 Ohw C eh wkh vhw ri lvrphwulhv ri U? wkdw suhvhuyh wkh ruljlq1 Wkhq C lv d
jurxs dqg C �' �?EU�1

Surri1 Zh ohdyh lw wr wkh uhdghu wr fkhfn wkdw C lv d vxejurxs ri .E?�1 Wkh frqglwlrq
}Ef� ' f lv qhfhvvdu| wr kdyh wkh lghqwlw| ixqfwlrq lq C1 Zh gh�qh d pds j G �?EU� $ C

e| jE�� lv wkh lvrphwu| % :$ �%1 Lq rwkhu zrugv/ jE��E%� ' �%1 Zh kdyh

jE���E%� ' E���% ' �E�%� ' jE��E�%�

' jE��EjE��E%��

' EjE��jE���E%��
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Wkhuhiruh/ jE��� ' jE��jE��1 Vr/ j lv d jurxs krprprusklvp1 Li jE�� lv wkh lghqwlw|
ixqfwlrq/ wkhq jE��E%� ' % iru doo %1 Wkhq �% ' % iru doo %1 Exw wkhq wkh pdwul{ � gh�qhv
wkh lghqwlw| olqhdu wudqvirupdwlrq/ vr � ' U?1 Vr/ j lv lqmhfwlyh1 Ilqdoo|/ li } 5 C/ wkhq
}E%� ' �% iru vrph pdwul{ � e| Fruroodu| 7> wkh hohphqw K ' f vlqfh K ' }Ef� ' f1 Qrz/
wkh dujxphqw ehiruh wkh vwdwhphqw ri wkh fruroodu| vkrzv wkdw �A� ' U?/ vr � 5 �?EU�1
Wklv vkrzv wkdw } ' jE��/ vr j lv vxumhfwlyh1 Wkhuhiruh/ j lv d jurxs lvrprusklvp1

Zh fdq jhw pdq| lqwhuhvwlqj jurxsv dv vxejurxsv ri .E?�1 Wkh ruwkrjrqdo jurxs �?EU�

lv rqh h{dpsoh1 Iru d jhqhudo fodvv ri vxejurxsv/ ohw A eh d vxevhw ri U?/ dqg ohw

5)4EA � ' is 5 .E?� G sEA � ' Aj �

Wklv vhw lv wkh jurxs ri v|pphwulhv ri A 1 Wr h{sodlq wkh qrwdwlrq/ sEA � ' isE|� G | 5 Aj
lv wkh lpdjh ri A xqghu s 1 Wkxv/ wkh hohphqwv ri 5)4EA � duh wkrvh lvrphwulhv wkdw vhqg A

wr lwvhoi1 Lw lv qrw kdug wr vhh wkdw 5)4EA � lv d vxejurxs ri .E?�/ dqg wklv zloo eh ohiw wr
wkh uhdghu1 Iru h{dpsoh/ wkh Glkhgudo jurxs (? lv wkh v|pphwu| jurxs ri d uhjxodu ?0jrq1
E| sxwwlqj wkh fhqwhu ri wkh uhjxodu ?0jrq dw wkh ruljlq/ zh fdq ylhz (? dv d vxejurxs ri
�?EU�/ vlqfh wkh fhqwhu pxvw eh pdsshg wr wkh fhqwhu lq rughu iru wkh pds wr eh glvwdqfh
suhvhuylqj1

H{dpsoh :1 Frqvlghu wkh jurxs (e1 Zh wklqn ri wklv dv wkh jurxs ri v|pphwulhv ri wkh
vtxduh fhqwhuhg dw wkh ruljlq zlwk yhuwlfhv E�c ��c E�c���c E��c ��c E��c���1

{

|

E�c ��

E�c���

E��c ��

E��c���

Ohw j eh wkh urwdwlrq ri dq dqjoh Z*2 frxqwhuforfnzlvh dqg ohw � eh wkh uh hfwlrq derxw
wkh %0d{lv1 Ylhzlqj j dqg � dv pdwulfhv/ zh kdyh

j '

�
f ��
� f

�
dqg � '

�
� f

f ��
�
�
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E| pxowlso|lqj wkhvh wrjhwkhu lq doo srvvleoh zd|v/ zh jhw wkdw (e lv lvrprusklf wr wkh jurxs
ri pdwulfhv ;AAA?

AAA=

�
� f

f �

�
c

�
f ��
� f

�
c

� �� f

f ��
�
c

�
f �

�� f

�
c

�
� f

f ��
�
c

�
f �

� f

�
c

� �� f

f �

�
c

�
f ��
�� f

�
<AAA@
AAA>
�

H{dpsoh ;1 Ohw � eh d fxeh lq U�/ dqg ohw 5)4E�� eh wkh jurxs ri v|pphwulhv ri �1
Frqvlghulqj 5)4E�� dv d jurxs ri shupxwdwlrqv ri wkh hljkw yhuwlfhv ri �/ zh fdq ghwhuplqh
wkh vl}h ri 5)4E��1 Iru frqyhqlhqfh/ zh zloo dvvxph hdfk vlgh ri � kdv ohqjwk �1 Iluvw ri
doo/ �{lqj rqh yhuwh{ �/ wkhuh duh hljkw fkrlfhv iru wkh lpdjh ri �1 Jlyhq wkdw d fkrlfh �� lv
pdgh/ ohw � eh d yhuwh{ d glvwdqfh ri � iurp �1 Wkhuh duh wkuhh yhuwlfhv d glvwdqfh ri � iurp
��1 Wkhq � pxvw pds wr rqh ri wkhvh/ vr wkhuh duh wkuhh fkrlfhv iru �1 Vr/ zh kdyh vr idu d
wrwdo ri H � � ' 2e srvvleoh hohphqwv ri 5)4E��1 Zh ohdyh lw wr wkh uhdghu wkdw dq hohphqw
ri 5)4E�� lv ghwhuplqhg e| zkdw lw grhv wr � dqg �/ dqg wkdw doo ri wkhvh 2e srvvlelolwlhv
fdq rffxu1 Vr/ m5)4E��m ' 2e1 Lq idfw/ e| frqvlghulqj 5)4E�� dv d jurxs ri shupxwdwlrqv
ri wkh irxu idfhv ri �/ rqh fdq rewdlq dq lvrprusklvp 5)4E�� �' 7e1

:


